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5. mérés

Frekvenciatartomanybeli jelanalizis

1. Bevezetés

Periodikusan ismétl6do jelenségek leirasakor gyakran beszéliink ismétlodési frekvenciardl,
annak felharmonikusair6l, amplitid6- és fazisviszonyairdl, valamint ezekre alapozva a
jelenség frekvenciatartomanybeli reprezentaciojarol. A Fourier-analizis eszkoztaraval az
idotartomanybeli leirassal egyenértékii frekvenciatartomanybeli leiras adhatdé meg a jelek
széles osztalyara, ezen beliil a mérnoki gyakorlat szempontjabdl fontos periodikus jelek
szinte mindegyikére. A frekvenciatartomanyban torténd gondolkodas sok gyakorlati
probléma megoldasat segiti. A jelanalizishez kapcsoléddan sokszor az idétartomanybeli
leirasnal 1ényegesen tomorebb jelreprezentaciot tesz lehetdvé, a jelfeldolgozas soran pedig az
egyes komponensek szétvalasztasa — alkalmas szelektiv sziirdk segitségével — gyakran a
frekvenciatartomdnybeli tulajdonsagok alapjan torténik. Mind jelek atvitelénél, mind
mérésénél eldnydsen hasznaljuk a frekvencia-transzponalas modszerét, ami szintén a
frekvenciatartomanybeli viszonyok ismeretét igényli.

Rendszerek vizsgdlatdnal eldszeretettel alkalmazunk periodikus gerjesztéjeleket, mert a
rendszer kimenetén az ezekre adott valasz az allandosult allapot elérését kovetéen ugyancsak
periodikus, és ezaltal a rendszer atviteli tulajdonsagai az egymasnak megfelelé bemend-, ill.
kimendjel-komponensek amplitidé- és fazisbeli eltérésével adhatok meg. A Fourier-
transzformaci6é alkalmazdsdval a dinamikus rendszerek differencialegyenlettel torténd
idétartomanybeli leirasa algebrai egyenletrendszerré egyszerisodik, amelynek megoldasa
sokkal egyszertibb.

2. A mérés célja

A mérés sordn a hallgatok megismerkednek a jelek Fourier-transzformacioval torténd
vizsgalataval, osszehasonlitjak az 1d6- és frekvenciatartomanybeli leirast, mérési modszert
sajatitanak el amplitidokarakterisztika meghatarozasara, példakat latnak a méréstechnika
gyakorlati alkalmazasara, valamint a spektrumanalizis hasznélatdra iddtartomanyban
nehezen detektalhat6 tulajdonsagok feltérképezésére. A mérés tovabbi célja a hallgatok altal
mar korabban megismert jel- és rendszerelmélet mérnoki feladatokban torténd felhasznalasa.
A hangsuly a jelek vizsgdlatin van, hogy a késdbbi mérések soran rendszerek
tulajdonsagaira, jellemzdire tudjanak majd a hallgatok kovetkeztetni.

3. A mérés elméleti alapjai
3.1. Periodikus jelek felbontasa, jelek spektruma

Korabbi tanulmanyokbol ismert, hogy egy valos értékii periodikus jel mindig felirhatod
koszinusz- és szinuszfliggvények linearis kombinaciojaként példaul a kovetkezd alakban (a

periodusidét T -vel jeldlve, a jel alapfrekvencidja f, =1/T , korfrekvencidja @, =27/T):
ut) =U, + Y (U} coskat +U ¢ sin kat), (4-1)
kL

ahol az egyiitthatok a kovetkez6képpen szamithatok:
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17 A 27 s 27 .
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Az ilyen jelreprezentacidt Fourier-sorfejtésnek hivjuk. Ez a sorfejtés az elvi alapja annak,
hogy periodikus jelekkel torténd vizsgalatok mindig visszavezethetok szinuszos jelek

c ey

Egyszerli periodikus jelek Fourier-soranak egyiitthatoi megtalalhatok az [1] irodalomban.
A Fourier-sorfejtés komplex alakja a kovetkez6:

S\ —C —c 1] -

u(t)= > Uxe™ ", ahol Uy = ?Iu(t)e“k%tdt, k=0,+1+2.. (4-3)
— 0

k=

Az Euler-formula alapjan a valos és komplex Fourier-sor egylitthatoi kozotti kapcsolat is
megadhato:

U, U o°
U =2Re{U«"}, (4-4)
U’ =2Im{U‘}

A Fourier-sorfejtés kiterjesztése a Fourier-transzformdacié (spektralis eléallitas), amely
négyzetesen vagy abszolut integralhato jelekre a kovetkezoképpen néz ki:

X(jo)= Tx(t)e’j“’tdt, (4-5)

—00

amibdl a jel a kdvetkez6képpen allithato elo:
1 < - jwt
X(t) = [X(jo)e’"do. (4-6)
21

A mérnoki gyakorlatban hasznalt (négyzetesen nem integralhatd) jelek esetén (Dirac-
impulzus, egységugras, ill. az dsszes periodikus jel) a fenti definicié klasszikus értelemben
nem konvergens, Fourier-transzformaltjuk a Dirac-delta segitségével azonban értelmezhetd
(lasd [1] irodalom).

Periodikus jelek spektruma (Fourier-transzformaltja) Ggy adddik, hogy a Fourier-sor altal
szamitott frekvencidkra a Fourier-egyiitthatoknak megfeleldé nagysagu Dirac-deltakat
illesztiink. A komplex exponencialis (/" ) spektruma a Dirac-impulzus o frekvencian, igy
az altalanos periodikus fiiggvény Fourier-transzformaltja a kovetkezéképp adodik a (4-3)
altal szamitott Fourier-sor egylitthat6ibol:

X(jo)= iﬂfé(m—k%) k=0,+1+2.., (4-7)

k=—o0

ahol wo a jel alapfrekvencidja, d(w—kwo) pedig a kwo frekvencian 1évé Dirac-delta. A Dirac-
implulzusokat a spektrumabran vonalakkal abrazoljuk, ezért mondjuk kevésbé mérndkies
megfogalmazassal, hogy a periodikus jelek spektruma “vonalas”.
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5. mérés Frekvenciatartomanybeli jelanalizis

3.2. A Fourier-sor kozelité szamitasa DFT segitségével

A (4-3) integral zart alakban megadott jelekre analitikusan elvégezhetd, ugyanakkor gyakran
fordul el az az eset, amikor mért jelek harmonikusainak amplitadoit (azaz Fourier-sorat)
szeretnénk kiszdmitani. Ebben az esetben a mért jeliinket csak bizonyos id6beli felbontassal
ismerjiik, hiszen az analdg jelet numerikus feldolgozas el6étt mintavételezniink kellett:

u[n] = u(nAt), (4-8)

ahol At=1/f,a mintavételi id6koz, az f, mintavételi frekvencia reciproka. Ennek

megfeleléen a T periodusidd alatt N =T /At mintat vesziink. A (4-3) képlet integralja ez
esetben szummaval kozelithetd, ami a téglanyszabaly alkalmazasa esetén a kdvetkezdképpen
néz ki:

B T _ N-1 _ik%®n N1 ~jn?Z
U ziju(t)e‘lk“"ﬁdtzEZu(nAt)e i AtAtziZu[n]e o (4-9)
T 0 T 0 N 0

ahol kihasznaltuk @, =27/T és a At/T =1/ N azonossagokat. Felismerhetjiik, hogy az

utolsé képlet a diszkrét idejti jel Fourier-soranak definicioja, ugyanez a szumma az 1/N tag
nélkiil pedig a DFT (diszkrét Fourier transzformalt). Latszik tehat, hogyha periodikus jel
Fourier-komponenseire vagyunk kivancsiak, azt a jel mintdinak DFT-jéb6l egyszeri
skalazassal megkaphatjuk.

Tudjuk azt is, hogy valés jelek Fourier-sora és Fourier-transzformaltja a negativ
frekvenciakon a pozitiv frekvencidk komplex konjugaltjaként kaphatd meg, azaz ezek
abszolut értéke a nulla frekvenciara szimmetrikus. Igy elég csak a pozitiv frekvenciakat
megjeleniteni.

A laborban hasznalt Agilent oszcilloszkop beépitett "FFT" funkcioval rendelkezik.
Vizsgaljuk meg, mit is jelenthet ez a gyakorlatban! Az FFT a Fast Fourier Transform
roviditése, és tulajdonképpen a DFT hatékony megvalositasat jelenti, eredménye a DFT-vel
ekvivalens. Azonban tudjuk, hogy a miiszert periodikus jelek elemzésére tervezték, igy az
igazabol nem a DFT, hanem a Fourier-sor értékeit jelzi ki, azaz az 1/N-es skalazast is
tartalmazza. Vilagos, hogy a Fourier-sor az 1 V cslcsértékii szinuszjel esetén 0.5 V
amplitadot mutat, hiszen az 1 amplitudoji szinuszjelet egy pozitiv- ¢és egy
negativfrekvencias, 0.5 amplitdd6ju komplex exponencialisbdl allitja el6. Ezért, ha a
szinuszjelek csucsértékét helyesen szeretnénk kijelezni, a kapott értékeket kettével meg kell
szorozni. Az oszcilloszkop gépkonyvébdl viszont kideriil, hogy a miiszer a szinuszos
komponensek amplitdddjat akkor mutatja 0 dB-nek, ha azok fesziiltsége 1 Vgrms, ami

tovabbi 1/+/2 -es skalazast jelent. Ebbd] arra kovetkeztethetiink, hogy a miiszer 2 /(\/5 N) -
es tényezovel skalazza a DFT eredményét a dB-képzés és kijelzés elatt.

3.3. A Fourier sor kozelité szamitasa és megjelenitése a gyakorlatban
3.3.1. Vonalas spektrumkép eléallitasa

Periodikus jelek esetén a jelr6l minden informacid a rendelkezésiinkre all, ha a jel egyetlen
peridodusabol szamolunk Fourier-sort. Ez az oszcilloszkdpon azt jelenti, hogy az "FFT"
funkci6 altal szamolt minden egyes pont egy-egy harmonikusnak felel meg, amit az
oszcilloszkép a kijelzoén egyenes vonalakkal Osszekét. Ennek az eredménye ugyan
numerikusan megfeleld, mégis nehezen Osszeegyeztetheté az altalunk elvart "vonalas"
képtol. Ezen konnyen segithetiink, ha tobb (K) periddus Fourier-sorat szamitjuk. Ebben az
esetben az eredeti jel alapharmonikusa a K-szor Kkiterjesztett TK jelperiodus K-adik
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harmonikusa lesz, a masodik harmonikus a 2K-ik, és igy tovabb. Pl. a jel tiz periddusanak
vizsgalata esetén a 10., 20., 30., stb. komponensek lesznek nullatol kiillonbozoek, igy valoban
kialakul a vonalas jellegli spektrum. Ez a hatas lathat6 az alabbi abran, K=5 esetére.
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4-1. abra. Egy és 6t periodusnyi, aszimmetrikus négyszogjel Fourier-soranak szamitasa: (a)
és (c): a jelek az id6tartomanyban, (c) és (d): a DFT segitségevel szamolt Fourier-
egylitthatok.

A 4-1. (b) és (d) kis korei a kiszamolt Fourier-egyiitthatokat mutatjak, ezeket egyenes
vonalakkal 6sszekotottiik, hogy az oszcilloszkdp képernydjén megjelenitetthez hasonld abrat
kapjunk. A (b) abran megfigyelhetjiik, hogyha csak az 6sszekoté vonalra koncentralunk, az
egyes harmonikusokat nem tudjuk megkiilonbdztetni. Tobb (ez esetben 6t) periddus
mintavételezése és sorfejtése esetén a csticsok jol elkiiloniilnek, ez lathatd a (d) abran.

A jelenség a DFT felbontasanak elemzésével is megérthetd. A DFT felbontasa Af = f. /N,
az fo frekvencigju jelbdl pedig egy periddus alatt pontosan N = f_/ f, mintat vesziink.

Ebbél adodik, hogy Af = f,, azaz egy periodus elemzése esetén a DFT pontosan a jel
harmonikusainak frekvenciain szdmitja ki a spektrumot, amiben természetesen nincs semmi
meglepd, hiszen a Fourier-sor is ezt teszi. Vizsgaljuk meg, mi torténik, ha ugyanebbdl a
jelbdl K periodusnyi, azaz KN mintat vesziink! Ez esetben a frekvenciafelbontas
Af = f /(KN), azaz K-szorosara nd, mig a jel alapfrekvenciaja fo marad. Ez azt jelenti,

hogy a spektrumot a harmonikusok striiségénél K-szor finomabban vizsgéljuk, azaz a
harmonikusok ,,k6z¢&” latunk.
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A vizsgélt periodus kiterjesztésének elénye a spektrum vonalassa valdsa mellett az, hogy a
nagyobb mérési idészak tkp. atlagolast is jelent (a jel K periddusanak atlagos Fourier-sorat
szamoljuk, ezzel a jel-zaj viszonyt javitjuk). Emellett a spektrumcsucsok kozott megjelend
(elviekben nulla) komponensek nagysaga alapjan a jel zajszintjére, valamint a zaj jellegére
(pl. véletlen, periodikus) is kovetkeztethetiink. Az eljards hatranya, hogy a mérési ido
megnd. Tovabbi megfontolast igényel, hogy a laboratériumban hasznalt oszcilloszkop esetén
nincs mod az FFT-ben hasznalt N mintaszam novelésére (az fixen 2048), igy tobb periodust
csak ugy tudunk elemezni, ha a mintavételi frekvenciat csokkentjiik, azaz a jelet K-szor
ritkabban mintavételezziik. A mintavételi frekvencia csokkentésével viszont konnyen
megszeghetjiik a mintavételi tételt, ami atlapolodott frekvenciakomponensek megjelenéséhez
vezet. Ez a legtobb esetben a spektrumképen lathatova is valik az elviekben nem vart
frekvenciakomponensek megjelenésével, de rosszabb esetben a belapolédé komponensek a
jelben eleve jelenlévd csucsokhoz adddnak hozza ezzel amplitidohibat okozva, amit sokkal
nehezebb észrevenni. Itt érdemes azt is megjegyezni, hogy az oszcilloszkdp nem tartalmaz
atlapolodasgatld szlirdt, tehat a mi feleloségilink, hogy a vizsgalt jel tulajdonsagait ill. az
elvart pontossagot figyelembe véve megfeleld mintavételi frekvenciat valasszunk. (A
mintavételi frekvencia az id6alap beallitasaval valtoztathato.)

3.3.2. A vizsgalati ablak megvdalasztasanak hatdsa

A Fourier-sorfejtés (4-3) képletének elvi alkalmazasanal egyértelmti, hogy az egyiitthatokat
ugy szamitjuk, hogy a jel egy teljes periddusara integralunk. A fentiekben pedig azt
tekintettiik at, mi torténik, ha K teljes periddus Fourier-sorat szamitjuk. Mindkét esetre igaz,
hogy ha az elemzési ablakba es6 jelszakaszt az id6ben kiterjesztjiik (egymas utan masoljuk),
akkor visszakapjuk az eredeti periodikus jeliinket. Ezt nevezik koherens mintavételezésnek.

Gyakorlati mérések esetén azonban sajnos sokszor nem tudjuk a vizsgélati ablakot (a felvett
mintaregisztratum hosszat) Ggy bedllitani, hogy az pont a mért jel K egész periddusanak
feleljen meg, gondoljunk csak arra, hogy az oszcilloszkop idGalapja viszonylag durva
1épéskozzel allithatd. Ekkor nem egész periddusnyi jel Fourier-sorat szamitjuk, ami az
eredeti Fourier-sortol eltéré lesz. Ez a legkonnyebben ugy lathatdé be, ha megvizsgaljuk,
hogyan nézne ki az ablakozott jel masolassal torténd kiterjesztése. Ezt mutatja a 4-2. abra.
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4-2. abra. Nem-koherens mintavételezés az idétartomanyban: (a) eredeti jel és az
ablakfiiggvény (szaggatott vonal), (b) a kivagott és elemzett jelszakasz, €s (c) az ablak
hossza szerint ismét periodikussa tett jel.
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A 4-2. a) 4bra az eredeti, To szerint periodikus jelet, valamint a nem egész peridodusnyi, T
hosszlisaghi vizsgalati ablakot mutatja. A b) abran a kivagott jel lathatd, tkp. ennek a
fliggvénynek szamitjuk a Fourier-sorat. A Fourier-sor a jel peridodusidejét T-nek feltételezi,
azaz tkp. egy olyan periodikus jel spektruméat szamitja, ami az ablak ismételgetésével allna
eld. Ez lathato a c) dbran. Vilagos, hogy ez a jel nem szinuszos, az ugrds miatt végtelen
szamu harmonikust tartalmaz. Ez egyben azt is jelenti, hogy a szdmolt komponensek
eltérnek az elvarttol. Ezt az esetet nevezziik nem-koherens mintavételezésnek.

3.3.3. Az ablakozas hatdsanak elemzése a frekvenciatartomanyban

A jel megfeleld (koherens) ill. nem megfeleld (nem-koherens) ablakozasanak hatdsat a
frekvenciatartomanyban is vizsgalhatjuk, igy pontosabb képet kapunk arrél, milyen
spektrumabrakat varhatunk el az egyes esetekben.

A kivagott (vizsgalt), 4-2. (b) abran megfigyelhetd jel az eredeti szinuszjel és egy
négyszogablak szorzataként all eld. Ebbdl kovetkezik, hogy az ablakozott jel spektruma a
szinuszjel és a négyszdgablak spektrumédnak konvolucidja. A szinuszjel Fourier-
transzformaltja egy-egy Dirac-delta pozitiv és negativ frekvencian, a négyszogablaké pedig a
sinc fliggvény, ahol a nullahelyek 1/T periodicitassal kdvetik egymast. Tehat a kivagott jel
Fourier-transzformaltja az fo=1/To frekvencian megjelend, fa=1/T periodicitasu leszivasokkal
rendelkez6 sinc fiiggvény. Ez lathatd a 4-3. (b) abran. (Az atlathatosag kedvéért a -fa
frekvencian megjelend sinc fliiggvényt nem abrazoltuk: a valésagban annak az oldalhullamai
is belapolddnak a pozitiv frekvenciakra.)

Amikor a jelet periodikussa tesszilk a 4-2. (c) abra szerint, az a Fourier-transzformalt
mintavételezését jelenti. (Emlékezziink csak vissza: a mintabételezett idétartomanybeli jel
ismétlodod, periodikus spektrumot jelent, ennek dualisa, hogy az ismétlodd, periodikus
id6tartomanybeli jel mintavételezett, vonalas spektrumnak felel meg.) Mivel T szerint
tessziik periodikussa a jelet, ez fa=1/T siirliségli mintavételezést jelent. Ezt a 4-3. (c) abra
szemlélteti. A szamolt Fourier-komponensek tehat egy f. slrliségli leszivasi pontokkal
rendelkezd, fo frekvencidra masolt sinc fliggvény fa stiriségli mintavételezésébdl adodnak.
Ebbdl lathato, hogyha fo jelfrekvencia fa egész szamu tobbszorose, akkor a sinc fliggvény
maximumat, és annak zérushelyeit mintavételezziik, azaz egyetlen nullatol kiillonbozo
spektrumértéket kapunk. Ha ez a feltétel nem teljesiil (1d. 4-3. abra), akkor a csticsot sem
talaljuk el, ill. a zérushelyek helyett a sinc oldalhullamait mintavételezziik. A spektrumkép
alapjan azt gondolhatnank, hogy a jel nem szinuszos, ami a szamolt Fourier-sor
szempontjabdl igaz is (Id. 4-2. (c) abra), pedig a gyakorlatban csak annyi tortént, hogy a
szinuszjeliinket nem megfeleléen ablakoztuk.
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4-3. abra. Nem-koherens mintavételezés a a frekvenciatartomanyban: (a) eredeti jel
spektruma, (b) a kivagott (ablakozott) jel spektruma, és (c) az ablak hossza szerint ismét
periodikussa tett jel spektruma.

Nézziik meg ezt egy konkrét példara is! A 4-4. dbran egy szinuszjel ezer mintajabol
szamitunk Fourier-sort a DFT segitségével. A 4-4. (a) abran egzaktul 10 periodusnyi
szinuszjel Fourier-sorat szamitjuk, a (b) abran az igy el6alld spektrumkép lathatd. A
szamitott DFT egyiitthatok koziil csak a tizedik lesz nullatol kiilonboz6, hiszen az
ablakozasbol szarmazo sinc fiiggvényt pont jo helyeken mintavételezziik. A komplex
exponencialis amplitudodja 0.5, ami pontosan megfelel az 1 amplitidojh szinuszjelnek.

A 4-4. (c) abra azt az esetet mutatja, amikor 10.5 periddusnyi szinuszjel Fourier-sorat
szamitjuk. Ilyenkor a sinc fliggvényiink cstcsa a DFT altal szdmolt frekvencidk k6zé tolodik,
igy pont a sinc maximumhelyeire mintavételeziink. Az egyetlen csucs helyett tehat egy
elmosodott csucsot latunk, ezt spektrumszivargasnak (leakage) hivjak. Az is latszik, hogy a
kivant 0.5-0s amplitido helyett kb. 0.32-es csucsot mériink, ami igen jelentOs amplitiidohibat
okoz. Megjegyezziik, hogy a (b) és (d) abrakon csak a DFT pozitiv frekvencidinak abszolut
értékét abrazoltuk. A (d) abran észrevehetjiik, hogy a két legmagasabb mintapont nem
egyforma, pedig a sinc fiiggvény szimmetridjabol azonos nagysagu csucsokat varnank:
ennek oka, hogy a negativ frekvencian megjelend sinc fiiggvény oldalhullamai a pozitiv
frekvenciakat is kismértékben modositjak.
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4-4. abra. Koherens és nem-koherens mintavételezés az id6- €s frekvenciatartomanyban: (a)
¢és (b) 10 peridodus mintavételezése, (c) és (d) 10.5 periodus mintavételezése. A (b) és (d)
abrakon a korok a szamolt DFT komponenseket jeldlik, a szaggatott vonal pedig a mogottes,
folytonos sinc fiiggvényt, amit ,,mintavételeziink”.

3.3.4. Kiilonbozd ablakfiiggvenyek alkalmazasa

A jel adott szakaszanak kivagasat eddig tkp. egy négyszogablakkal torténd szorzassal
oldottuk meg. Felmeriil a kérdés, hogy mi torténne, ha mas ablakfiiggvényt alkalmaznank? A
4-2. abra alapjan logikusnak t{inhet, hogyha a kivagott jel széleit lekerekitenénk (a jelet be-
és kiusztatnank), a periodikus 0Osszeillesztésnél eléallo ugras elkeriilheté lenne, igy a
spektrum nagyfrekvencids komponenseit csokkenthetnénk. Vizsgaljuk ezt meg a

gyakorlatban!

Az egyik legegyszeriibb, és leggyakrabban hasznalt ablakfiiggvény a Hann ablak, ami tkp.
egy —0.5 amplitudoja koszinusz és egy 0.5-0s konstans jel 6sszegébdl adodik. Ez lathat6 a 4-
5. (a) és (c) abrakon szaggatott vonallal, a 10 és 10.5 periodusnyi, ablakfiiggvénnyel
szorzott szinuszjelekkel egyiitt. A (b) és (d) abrak szaggatott vonalai a Hann ablak Fourier
transzformaltjat mutatjak: latszik, hogy a sinc fliggvényhez képest szélesebb fOéhullam,
ugyanakkor kisebb oldalhullamok jellemzik. Ennek megfeleléen koherens mintavételezés
esetén is tobb mintaponton kapunk nullatdl kiilonb6zo értéket (hatrany), ugyanakkor
nemkoherens esetben jelentdsen csokkentettiik a spektrumszivargast (elény). A (d) abra
szerint a vart 0.5 helyett 0.425-6s amplitadot mériink, ami még mindig hibés, de joval
pontosabb, mint a 4-3. dbra négyszdgablakos esetében.
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44, 4bra. Koherens és nem-koherens mintavételezés az id6- és frekvenciatartomanyban,
Hann ablak alkalmazasaval: (a) és (b) 10 periddus mintavételezése, (c) és (d) 10.5 periodus
mintavételezése. A (b) és (d) abrakon a korok a szamolt DFT komponenseket jelolik, a
szaggatott vonal pedig a mogottes, folytonos sinc fiiggvényt, amit ,,mintavételeziink™.

Lathat6, hogy a szinuszjel amplitidomérésének hibaja abbol adodik, hogy az ablakfiiggvény
Fourier-transzformaltjat nem annak cstcsan mintavételezziik. Ez a hiba orvosolhaté lenne
egy olyan ablakfiiggvény mintavételezésével, amely Fourier-transzformaltja a cstcsa
kozelében annyira lapos, hogy még a fél mintaponttal eltolt valtozatanal is maximalis értékd.
Ilyen fliggvény az Gn. Flat top ablak. Az ablak a 4-5. (a) és (c) abrakon lathato szaggatott
vonallal, az ablakozott 10 és 10.5 periodusnyi szinuszjellel egyiitt. Erdekesség, hogy az
ablak bizonyos id6pontokban negativ értéket vesz fel. A (b) €s (d) abrakon megfigyelhetjiik,
hogy a Fourier-transzformalt féhullama sokkal szélesebb és laposabb, igy garantalhat6, hogy
nem-koherens mintavételezés esetén is helyes amplitddot mérjiink (a konkrét esetben ez
0.4995 0.5 helyett, ami elhanyagolhat6 hiba).

Felmeriilhet a kérdés, hogyha az amplitadét a Flat top ablak hasznalataval ennyire pontosan
tudjuk mérni, miért nem mindig ezt alkalmazzuk? Az ok egyszerii: a széles féhullam miatt a
kozeli frekvenciakomponensek egymésra lapolodhatnak. fgy pl. ha a mintank a 10
periddusnyi szinuszjel mellett egy joval kisebb amplitidoja, 8 periddusnyi szinuszjelet is
tartalmazna, a spektrumabran azt észre sem vennénk a 10 peridodusnyi szinuszjel széles
féhullama miatt. Ha azonban biztosak lehetiink benne, hogy a jelben nincsenek egymashoz
nagyon kozeli frekvenciakomponensek, mert pl. 3.3.1. pontnak megfeleléen a jel tobb (pl.
kb. 10), de nem feltétleniil egész periddusabol szamitottunk Fourier-sort, ez a veszély nem
all  fenn, hiszen akkor csak minden 10-ik DFT-pont kozelében lesznek
frekvenciakomponensek. Ugyanigy nyugodtan alkalmazhatjuk a Flat top ablakot, ha tudjuk,
hogy a jeliink egyetlen szinuszos komponensbdl all.

4-9
©BME VIK
A jelen dokumentumot a BME VIK Laboratérium 1 targy hallgatéi jogosultak egy példanyban kinyomtatni.
Minden egyéb felhasznalas csak a szerzok elézetes irasbeli hozzajarulasaval megengedett.



Labor 1. Hallgatoi segédlet

Még néhany megjegyzés: a 3.2 pontban lattuk, a DFT altal szamitott értékeket 1/N el
skalazni kellett ahhoz, hogy a komplex Fourier-sor egyiitthatéit megkapjuk.
Ablakfiiggvények alkalmazasa esetén nem N-el, hanem az ablakkfiiggvény mintainak
Osszegével kell osztani. Ezt természetesen a laborban hasznalt oszcilloszkdp elvégzi
helyettiink.

A gyakorlatban, ha a koherens mintavételezést biztositani tudjuk, mert pl. mi allitjuk eld a
mérdjelet is, akkor nem szoktunk kiilon ablakfiivvényt alkalmazni (ezt az esetet négyszog-
vagy rect ablaknak is nevezziik). Ha a koherencia nem biztosithato, altalanos vizsgalatokra
jol hasznalhat6 a Hann ablak, elfogadhat6é amplitidohibaja és viszonylag keskeny féhullama
miatt. Ha azonban a harmonikusok amplitidiot nagyon pontosan meg szeretnénk hatarozni, a
Flat top ablak hasznalata javasolt.

Azt is megjegyezziik, hogy a 4-3. és 4-4. abran lathato, hogy ha a DFT mintapontjai alatt
megbujo, szaggatott vonallalal jelolt Fourier-transzformaltakat ismernénk, annak csucsa a
szinuszjel amplitaddjat és frekvenciajat nem-koherens esetben is pontosan meghatarozna. Ez
megtehetd a mintapontok kozotti interpolacioval (sinc fiiggvény), vagy kozelitésként a
legnagyobb mintapontokra torténd parabolaillesztéssel. Erre a laborban hasznalt
oszcilloszkop nem alkalmas, de szamitogépes feldolgozas esetén természetesen ilyesmire is
lehetdségiink nyilik.
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4-5. abra. Koherens és nem-koherens mintavételezés az id6- és frekvenciatartomanyban,
Flat top ablak alkalmazasaval: (a) és (b) 10 periddus mintavételezése, (c) és (d) 10.5
periddus mintavételezése. A (b) és (d) abrakon a korok a szamolt DFT komponenseket
jelolik, a szaggatott vonal pedig a mogottes, folytonos sinc fliggvényt, amit
mintavételeziink”.
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5. mérés Frekvenciatartomanybeli jelanalizis

3.4. Periodikus jelek vizsgal6jelként torténo felhasznalasa

A jelek iddtartomanybeli megjelenése és Fourier-sora (spektruma) kozott kvalitativ
Osszefiiggések is megallapithatok. Egy gyakran alkalmazott vizsgaldjel a négyszdgjel (ami
tulajdonképpen ,,periodikus egységugrasként” is felfoghatd), amit viszonylag konnyen eld
lehet allitani megfeleld mindségben. A négyszogjel Fourier-sora a benne 1évo szakadas miatt
lassan konvergal ¢és éppen ezért sok felharmonikus komponense van, azaz széles
frekvenciatartomdnyban gerjeszti a vizsgdland6é rendszert. Tovabbi elénye, hogy a jel
spektrumanak bizonyos jellegi megvaltozadsa az idétartomanyban is kdnnyen észlelheto.
Tobbek kozott a gyartaskozi mindségellendrzés soran szlirdk, erdsitéfokozatok frekvencia-
atvitelének gyors ellenérzésére szokas négyszogjelet hasznalni. Ha a kimeneti jel szintén egy
nagy tisztasagu négyszogjel, akkor biztosak lehetiink abban, hogy a rendszer atvitele széles
frekvenciatartomanyban frekvenciafiiggetlen.

Az iddtartomanybeli jelalak alapjan a jel Fourier-sorarol (illetve nem periodikus jelek esetén
amplitadospektrumarol) bizonyos kovetkeztetések vonhatok le néhany egyszerii szabaly
alkalmazasaval. A jel savszélessége megbecsiilhetd a jel simasdganak vizsgalataval. Minél
,»simabb” egy jelforma, Fourier-soranak egyiitthatoéi (ill. amplitddospektruma) egyre
gyorsabban tlinnek el. A fiiggvény simasagat pedig a jel derivaltfiiggvényei hatdrozzdk meg.
Altalanosan: egy fiiggvény esetén jeldlje k a legalacsonyabb nem folytonos derivaltat, ekkor

a transzformalt fiiggvény a végtelenben |S|_(k+l) fiiggvényként viselkedik. Ezek alapjan

érthetové valik, hogy az impulzusjel, a négyszdgjel és a haromszdgjel spektruma hogyan
viselkedik a magasabb frekvencidkon. A négyszogjelnek mar a nulladik derivaltja (6nmaga)
sem folytonos a jelben 1év6 wugrasok miatt, tehat k=0. Ennek megfeleléen
amplitadospektruma 1/ f jelleggel csokken a frekvencia novekedésével. A haromszogjel

spektruma ennél gyorsabban tiinik el, hiszen csak az elsé derivaltja nem folytonos, tehat
k=1, ezért a csokkenés 1/ f? burkolojii. Szemléletesen: a jelben 1évé ugrasokat, éles

‘sarkokat’ nehéz kiilonboz6 frekvenciaju szinuszjelek osszegeként leirni. A négyszdgjelhez
képest a haromszogjel simabbnak tekinthetd, ezért a savszélessége is kisebb. A tanulsag az,
hogy a jelben 1év6 ugrasok leirdsahoz jelentds nagyfrekvencids komponensekre van sziikség.
Ezek hianyaban a jelben 1évo ugrasokat simitjuk ki. Itt megjegyezziik azt is, hogy a Fourier-
soraval kozeliett jelben a kozelités hibaja a jelugrasok kornyékén 1ényegesen nagyobb lehet,
mint a jelalak tobbi részénél. Ezt a jelenséget hivjuk Gibbs-oszcillacionak.

3.5. Atviteli karakterisztika mérése

Jol ismert, hogy egy linearis, idéinvarians rendszer a bemenetére adott szinuszjelnek csak az
amplitadojat és fazisat képes megvaltozatni. Igy minden egyes frekvencian megadhatd egy
komplex szam, ami az adott frekvencian a rendszer atvitele. Az atvitel frekvenciafiiggését
nevezziik atviteli karakterisztikanak.

A rendszer atviteli karakterisztikajanak megmérésére tobb modszer is 1étezik. Ebb6l az 2.
iddtartomanybeli mérésben azt a mddszert vizsgaltuk, amikor egyenként végiglépdeliink az
egyes vizsgalt frekvencidkon. A szinuszgenerator ¢és voltmérd alkalmazasa atviteli
karakterisztika mérésére legtobbszor talsagosan is iddigényes. Specidlis szélessavi
gerjesztOjelek és FFT-analizator (vagy spektrumanalizator) alkalmazasaval linearis
rendszerek atviteli fiiggvénye egyszeriibben és gyorsabban is meghatirozhato. Atviteli
fliggvény csak linearis rendszerek esetén értelmezett, ott pedig érvényes a szuperpozicid
elve, azaz megtehetjik, hogy egyszerre tobb frekvencian gerjesztiink és mériink. A
gerjesztdjel legtobbszor multiszinusz, pasztazo szinusz (swept sine, chirp), periodikus sinc-
fiiggvény vagy zaj. A mérés elve, hogy a vizsgalt rendszer kimendjelének DFT-jét szamitjuk,
igy a kimeneti amplitddokat és fazisokat egy lépésben megkapjuk. Az atviteli fliggvény
pedig a kimeneti- és bemeneti DFT-értékek aranyaként all el6. Halozatanalizatorok esetén a
generator €s a spektrumanalizator egy miiszerben van jelen, és igy a gerjesztés €s a mérések
szinkronitasa biztositott. Mivel ez esetben megoldhaté a koherens mintavételezés (egész
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periddusnyi jelet vizsgalunk), ezek a miiszerek a DFT szamitasa eldtt kiilon ablakfiiggvényt
nem alkalmaznak. A méréseink soran mi a szinkronizaciot, és igy a koherens mintavételezést
nem tudjuk biztositani, igy sziikséges lehet ablakfliggvény alkalmazasa (1d. 3.3.4. pont).

Multiszinusz

A multiszinusz olyan periodikus gerjesztdjel, amely olyan szinuszjelek dsszegeként allithatd
elo, amelyek frekvenciaja egy adott frekvencia (az alapfrekvencia) egész szamu tobbszorose.
A szinuszjelek amplituddja szabadon valaszthat6, leginkabb azonosra célszerti valasztani
Oket, hiszen igy tulajdonképpen az el6z6 moddszert tudjuk alkalmazni egy lépésben. A
szinuszjelek fazisat kiillonbozore kell valasztani, kiilonben nagy lenne a csicstényezo, azaz
korlatozott bemenetii rendszer esetén csak kis energiaju jellel tudnank gerjeszteni, aminek
kovetkezménye a rossz jel/zaj viszony lehet. A 4-6. dbra az un. véletlen fazist multiszinuszt
mutatja, ahol az egyes szinuszos 6sszetevok fazisat véletlenszertien valasztjuk meg.

Pleexxxxn e nnwnxnxnnn

amplitudo
abs(fft)

0
1 256 512 768 1024 0 64 128 192 256 320 384 448

idé frekvencia

4—6. dbra. Multiszinusz az id6- €s frekvenciatartomanyban

Az iddtartomanyban a multiszinusz a kovetkezoképpen definialhato:
F
X(t): zAk sin (Z”fkt +¢k)’ (4-6)
k=1

ahol F a gerjesztett frekvenciak szama, és f, =k/T , ahol T a multiszinusz egy periddusa.

A multiszinusz egyik fontos gyakorlati elonye, hogy segitségével elvileg barmilyen
amplitadospektrum  megvalosithatd. A mérések soran leggyakrabban konstans
amplitadospektrumot valdsitunk meg, igy a rendszer amplitidomenete és a valasz Fourier-
transzformaltjanak abszolut értéke csak egy konstansban tér el egymastol. Ennek eldnye,
hogy a karakterisztika jellege a spektrumanalizator képe alapjan rogton lathatova valik.

A laborban hasznalt generatorral a véletlen fazisi multiszinusz csak nagyon nehézkesen
allithatd eld, igy a mérésen a nagy csucstényezO miatt kevésbé elényds periodikus sinc
fiiggvényt alkalmazzuk. Konnyen belathatd, hogy a periddikus sinc fiiggvény is tkp. egy
multiszinusz, de itt a komponenseknek nem csak az amplitudoi, hanem a fazisai is azonosak.
A sinc fiiggvény Fourier-transzformaltja ugyanis a négyszog (rect) ablak, a periodikus sinc
fiiggvény vonalas spektruma pedig a négyszogablak mintavételezésébdl all eld, igy minden
harmonikus amplitadoja a sinc savszélességéig azonos, utana pedig nulla értéki lesz.
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5. mérés Frekvenciatartomanybeli jelanalizis

Nemlinearis torzitas hatasa

Nemlinearis torzitas alatt a rendszer olyan tulajdonsagat értjiik, amikor a rendszer kimenete a
bemenetnek nem linearis fiiggvénye. Ha az ilyen statikus karakterisztikat polinommal
kozelitjiik, akkor konnyen belathato trigonometrikus azonossagok alapjan, hogy szinuszjellel
torténd gerjesztésnél az 4allandosult kimenetben a szinuszjel alapfrekvencidjanak
tobbszoroseinél (felharmonikusoknal) is megjelennek komponensek (pl. a szinuszjel
négyzetében kétszeres komponens jelenik meg). A jelenséget harmonikus torzitasnak is
hivjak.

A nemlinearis torzitas pl. a fliggvénygeneratorok egyik kritikus jellemzdje. A jelenséget
tobbek kozott a generatorban jelenlévé nemlinearitaisok okozzak, ami ezaltal a
felharmonikustartalom megnovekedéséhez vezet. A torzitds megjelenhet még rossz mérési
Osszeallitas esetén is. A miiszerek nagy részénél a bemeneti tartomanyt tullépve egy hatarold
aramkor 1ép mitkodésbe, és ezaltal a bemenetre adott és a miiszer altal valdjaban feldolgozott
jel eltérd lesz. Az alabbi abran egy ilyen eset lathato, az id6- és frekvenciatartomanyban
egyarant. A mivelet hatasa ebben a példdban mindkét tartomanyban jol detektalhato,
fiiggvénygeneratorok — ennél lényegesen kisebb — torzitdsa azonban az iddtartomanyban
nehezebben kimutathato.
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4-7. dbra. Nemlinearisan torzult szinuszjel az id6 és a frekvenciatartomanyban

A (harmonikus) torzitdas (THD, total harmonic distortion) meghatarozasara két definicio
terjedt el. A két definicid kozotti kiilonbség mindossze annyi, hogy a felharmonikus

tartalmat a teljes jel (k;), vagy csak az alapharmonikus (K,) effektiv értékével hasonlitjuk
0ssze:

k, = = , (4-10)
ahol X, az amplitado spektrum i-ik komponense.
Hivatkozasok, felkésziiléshez ajanlott irodalom
[1] Dr. Fodor Gyorgy: Hadlozatok és rendszerek, 55064, Milegyetemi Kiadd
Analizis a frekvenciatartomanyban: 233-263 oldal
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Feladatok a felkésziiléshez

A mérést megeldzo otthoni felkésziilésként végezze el az alabbiakat ondlloan!

1. Olvassa at alaposan A4 mérés elméleti alapjai c. szakaszban foglaltakat, valamint az [1]
irodalom megadott részeit!

2. Olvassa el és gondolja végig a Mérési feladatokat!

3. A 4.2 méréshez otthon szamitsa ki szimmetrikus haromszog és négyszogjel elsé 10
felharmonikusat, 1 V amplitudot (nem peak-to-peak) feltételezve. A kiszamolt
eredményeket 1 V effektiv értékre vonatkoztatva, dB-ben adja meg! A kiszamitott
eredményeket el kell hozni a mérésre, ott fel kell hasznalni.

4. Valaszolja meg a (mérési leiras végén talalhato) Ellendrzo kérdéseket!

Alkalmazando miiszerek

Digitalis multiméter Agilent 34401A

Tapegység Agilent E3630

Fiiggvénygenerator Agilent 33220A

Oszcilloszkop Agilent 54622A
Tesztpanel

A mérendé objektumokat a VIK-05-01 jelii teszt panel tartalmazza.
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4-8. abra. Valtoztathato elséfoku alulateresztd sziiré kapcsolasi rajza

4-14
©BME VIK
A jelen dokumentumot a BME VIK Laboratorium 1 targy hallgatoi jogosultak egy példanyban kinyomtatni.
Minden egyéb felhasznalas csak a szerzok eldzetes irasbeli hozzajarulasaval megengedett.



5. mérés Frekvenciatartomanybeli jelanalizis
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4-9. abra. Valtoztathato els6foku feliilateresztd sziiré kapcsolasi rajza

Néhany jotanacs
Oszcilloszkdp savszélessége

Mint minden miiszernek, igy az oszcilloszkopnak is van egy meghatarozott bemeneti
savszélessége, amely frekvenciatartomanyon beliil pontosnak tekinthet. A bemeneti fokozat
DC csatolas esetén egy els6foku alulateresztd sziirOvel legtobbszor mar jol modellezhets. A
gépkonyvekben a savszélesség alatt a szlird torésponti frekvencidjat adjak meg, ahol az
amplitadoatvitel 3 dB-lel kisebb lesz, azaz a mért amplitad6é az eredetinek kb. 70%-ara
csokken. Ha a bemeneti jel hasznos komponenseinek akar csak egy része ezen a savon kiviil
esik, akkor a bemenetre adott és a valdésagban a miiszer jelfeldolgozo egysége altal latott jel
eltérd lesz. A hiba természetesen mind az id6-, mind a frekvenciatartomanyban jelentkezik,
hiszen (FFT analizator funkcioval felszerelt digitalis oszcilloszkopot feltételezve) az FFT
alapja a bemeneti fokozaton atjutott mintavételezett jel. Szinuszjel mérésekor a probléma
viszonylag egyszertien kezelhetd, hiszen a szinuszjel spektruma egyetlen spektrumvonalat
tartalmaz. Szélessavu jelek (négyszogjel, haromszogjel) vizsgalatakor elére meg kell

becsiilni azt a frekvenciatartomanyt, ahol a méréshez elengedhetetlen a megkdzelitéleg
torzitatlan atvitel.

Dinamikatartomany

Frekvenciatartomanybeli vizsgalatoknal a miiszer kivalasztasanal talan a két legfontosabb
paraméter a muszer savszélessége és dinamika tartomanya. A dinamikatartomany nem
keverendd 6ssze az A/D atalakito felbontasaval (resolution): elébbi megadja a legnagyobb ¢s
legkisebb egyszerre megmérhetd jel kozotti kiilonbséget, decibelben, mig az utobbi a
legkisebb abrazolhato 1épéskozt definialja. A legkisebb mérhetd jelet tobbnyire a zaj szintje
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Labor 1. Hallgatoi segédlet

hatarozza meg (noise floor), ami egybeeshet az A/D atalakitd felbontdsdbdl szarmazd
hibaval, de az analdg zajforrasok miatt ennél rosszabb is lehet, illetve atlagolasi technikak
hasznalataval az A/D felbontasanal pontosabban is mérhetiink. A dinamikatartomany atlagos
miszernél altaldban 50-60 dB  koriili, egy jobb mindségli spektrumanalizator
dinamikatartomanya 90 dB is lehet (ez kb. 15 bites felbontasnak feleltetheté meg).

Mintavételi frekvencia

Digitalis rendszerekben a mintavételi frekvencia megvalasztisa sokszor kulcskérdés
frekvenciatartomdnybeli mérések esetén. Eldszor is két dolgot kell kiilonvalasztani: az
id6étartomanybeli és a frekvenciatartomanybeli mérések esetén eltéroek a kovetelmények a
mintavételi frekvencidval szemben. A frekvenciatartomanybeli mérésekhez elegendd a
mintavételi tétel betartasa, ezzel a jelrdl minden informaciot megkapunk. A mintavételi tételt
szinuszjel esetén periodusonként néhany, pl. 4-5 mintaval mar béven betartottuk, igy elvileg
mindent tudunk a jelrél. Az idétartomanybeli analizishez azonban ez nem elegendd. A
szemiink ugyanis nem tudja a szinuszjelet a periddusonként néhany mintabol interpolalni. Az
idétartomanybeli vizsgalatokhoz minél nagyobb mintavételi frekvencia megvalasztasa
célszer, hogy minden apré valtozast észrevegylink a jelben (az iddébeli felbontast
maximalizaljuk). Ezzel szemben a frekvenciatartomdnyban a frekvencidban torténd
felbontast célszerli ndvelni, amig csak lehet. FFT-analizatorban gondolkodva két szomszédos
frekvenciapont tavolsaga az FFT mérettdl és a mintavételi frekvenciatol fugg (Af = f./N).
A mintavételi frekvencia novelésével a felbontas csokkenni fog, hiszen egyre tavolabb
keriilnek a frekvenciapontok egymastol. A jo stratégia az, ha a mintavételi frekvenciat addig
csokkentjiik, amig csak lehet (még épp ne legyen atlapolodas), illetve az FFT méretét a
lehet6 legnagyobbra valasztjuk. Megjegyezziik, hogy a laborban hasznalt oszcilloszkdp fix
méretii FFT-vel dolgozik (N=2048), igy csak a mintavételi frekvenciat tudjuk valtoztatni (az
id6alap valtoztatasaval).

Ellenorzo kérdések

1. Hogyan hatarozhato meg a DFT felbontasa a mintavételi frekvencia €s a mintaszam
alapjan?

2. Milyen a szinusz és a szimmetrikus négyszogjel spektruma, hol talalhatok
frekvenciakomponensek, és mit mondhatunk az amplitaddjukrol?

3. Mi torténik a szinuszjel spektrumképével, ha a spektrumanalizator bemenetét
tulvezéreljiik?

4. Hogyan néz ki egy olyan periodikus jel DFT-je, amit a jel pontosan tiz periddusabol
szamolunk?

5. Mit jelent, hogy egy periodikus jelet koherensen, ill. nem-koherensen
mintavételeziink?

6. Szinuszjel mérése esetén milyen nemkivanatos hatasai vannak a nem-koherens
mintavételezésnek és hogyan tudjuk ezt enyhiteni?

7. Koherens mintavételezés esetén milyen ablakfiiggvényt érdemes alkalmazni?
8. Mi a Flat top ablak alkalmazasanak elénye és hatranya?

9. Hogyan hatarozhaté meg a vizsgalt szinuszjel amplitadoja és effektiv értéke a
szamolt komplex Fourier-sor egyiitthatoi alapjan?

10. Milyen gerjesztojelek alkalmazasaval tudjuk egy rendszer atviteli fiiggvényét
egyszerre tobb kiilonb6z6 frekvencian megmérni?
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